
Řetízkové pravidlo

Věta 20 (derivace složené funkce). Nechť r, s ∈ N a nechť G ⊂ Rs, H ⊂ Rr jsou otevřené množiny.
Nechť φ1, . . . , φr ∈ C1(G), f ∈ C1(H) a bod [φ1(x), . . . , φr(x)] ∈ H pro každé x ∈ G. Potom
složená funkce F : G → R daná předpisem

F (x) = f (φ1(x), φ2(x), . . . , φr(x)) , x ∈ G,

je třídy C1 na G. Nechť a ∈ G a b = [φ1(a), . . . , φr(a)]. Pak pro j ∈ {1, . . . , s} platí

∂F

∂xj
(a) =

r∑
i=1

∂f

∂yi
(b)

∂φi

∂xj
(a).

Příklad 1. Vypočtěte všechny parciální derivace funkce f pomocí řetízkového pravidla.

(a) f(u, v) = u
√
1 + v2, u(x, y) = e2x, v(x, y) = ex

(b) f(u, v, w) = uv2w3, u(x, y) = − sinx, v(x, y) = cosx, v(x, y) = ex

(c) f(u, v) = sinu cos v, u(x, y) = (x− y)2, w(x, y) = x2 − y2

(d) f(u, v, w) = vw2 − u3, u(x, y, z) = ex−y, v(x, y, z) = log (x+ 2y + 3z) , w(x, y, z) =
√
xy + z

Příklad 2. Ukažte, že funkce F (x, y, z) = xy
z log x+xf

( y
x ,

z
x

)
vyhovuje vztahu x∂F

∂x +y ∂F
∂y +z ∂F

∂z =

F + xy
z .

Příklad 3. Nechť g(x, y) = f(x+ y, x− y). Spočtěte ∂2g
∂x∂y v bodě [a, b].

Příklad 4. Ukažte, že funkce F (x, y) = xf(x+y)+yg(x+y) vyhovuje rovnici ∂2F
∂x2 −2 ∂2F

∂x∂y+
∂2F
∂y2

= 0.

Řešení
Příklad 1 (a)

∂

∂x
f(u(x, y), v(x, y))

V 20
= f ′

u(u(x, y), v(x, y)) · u′x(x, y) + f ′
v(u(x, y), v(x, y)) · v′x(x, y) =

=
√
1 + v(x, y)2 · 2e2x + u(x, y)

2
√
1 + v(x, y)2

· ex =

√
1 + (ex)2 · 2e2x + e2x

2
√

1 + (ex)2
· ex =

= 2e2x
√

1 + e2x +
e3x

2
√
1 + e2x

∂

∂y
f(u(x, y), v(x, y))

V 20
= f ′

u(u(x, y), v(x, y)) · u′y(x, y) + f ′
v(u(x, y), v(x, y)) · v′y(x, y) =

=
√
1 + v(x, y)2 · 0 + u(x, y)

2
√

1 + v(x, y)2
· 0 = 0

Příklad 1 (b)
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∂

∂x
f(u(x, y), v(x, y))

V 20
= f ′

u · u′x + f ′
v · v′x + f ′

w · w′
x =

= v(x, y)2w(x, y)3 · (− cosx) + 2u(x, y)v(x, y)w(x, y)3 · (− sinx) + 3u(x, y)v(x, y)2w(x, y)2 · ex =

= − cos3 x · e3x + 2 sin2 x cosxe3x − 3 sinx cos2 xe3x

∂

∂y
f(u(x, y), v(x, y))

V 20
= f ′

u · u′y + f ′
v · v′y + f ′

w · wy =

= v(x, y)2w(x, y)3 · 0 + 2u(x, y)v(x, y)w(x, y)3 · 0 + 3u(x, y)v(x, y)2w(x, y)2 · 0 = 0

Příklad 1 (c)

∂

∂x
f (u(x, y), v(x, y))

V 20
= f ′

u (u(x, y), v(x, y)) · u′x(x, y) + f ′
v (u(x, y), v(x, y)) · v′x =

= cos (u(x, y)) cos (v(x, y)) · 2(x− y)− sin (u(x, y)) sin v(x, y) · 2x =

= 2(x− y) cos
(
(x− y)2

)
cos(x2 − y2)− 2x sin

(
(x− y)2

)
sin

(
x2 − y2

)
∂

∂y
f (u(x, y), v(x, y))

V 20
= f ′

u (u(x, y), v(x, y)) · u′y(x, y) + f ′
v (u(x, y), v(x, y)) · v′y =

= cos (u(x, y)) cos (v(x, y)) · 2(x− y) · (−1)− sin (u(x, y)) sin (v(x, y)) · (−2y) =

= 2(y − x) cos
(
(x− y)2

)
cos(x2 − y2) + 2y sin

(
(x− y)2

)
sin

(
x2 − y2

)
Příklad 1 (d)

∂

∂x
f (u(x, y, z), v(x, y, z), w(x, y, z)) = f ′

u · u′x + f ′
v · v′x + f ′

w · w′
x =

= −3u(x, y)2 · ex + w(x, y)2 · 1

x+ 2y + 3z
+ 2v(x, y)w(x, y) · y

2
√
xy + z

=

= −3e3x−2y +
xy + z

x+ 2y + 3z
+ 2 log(x+ 2y + 3z)

y

2

∂

∂y
f (u(x, y, z), v(x, y, z), w(x, y, z)) = f ′

u · u′y + f ′
v · v′y + f ′

w · w′
y =

= −3u(x, y)2 ·
(
−ex−y

)
+ w(x, y)2 · 2

x+ 2y + 3z
+ 2v(x, y)w(x, y) · x

2
√
xy + z

=

= 3e3(x−y) +
2(xy + z)

x+ 2y + 3z
+ x log(x+ 2y + 3z)

∂

∂z
f (u(x, y, z), v(x, y, z), w(x, y, z)) = f ′

u · u′z + f ′
v · v′z + f ′

w · w′
z =

= −3u(x, y)2 · 0 + w(x, y)2 · 3

x+ 2y + 3z
+ 2v(x, y)w(x, y) · 1

2
√
xy + z

=

=
3
√
xy + z

x+ 2y + 3z
+ log(x+ 2y + 3z)
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Příklad 2
Pomocí řetízkového pravidla spočtěme parciální derivace funkce F .

∂F

∂x

V 20
=

y

z
log x+

y

z
+ f

(y
x
,
z

x

)
+ x ·

(
f ′
x

(y
x
,
z

x

)
· −y

x2
+ f ′

y

(y
x
,
z

x

)
· −z

x2

)
∂F

∂y

V 20
=

x

z
log x+ x · f ′

x

(y
x
,
z

x

)
· 1
x

∂F

∂z

V 20
=

−xy

z2
log x+ x · f ′

y

(y
x
,
z

x

)
· 1
x

Pak platí následující.

x
∂F

∂x
+ y

∂F

∂y
+ z

∂F

∂z
=
xy

z
log x+

xy

z
+ xf

(y
x
,
z

x

)
− yf ′

x

(y
x
,
z

x

)
− zf ′

y

(y
x
,
z

x

)
+

+
xy

z
log x+ yf ′

x

(y
x
,
z

x

)
− xy

z
log x+ zf ′

y

(y
x
,
z

x

)
=

=
xy

z
log x+ xf

(y
x
,
z

x

)
+

xy

z
= F +

xy

z

Příklad 3

∂g

∂x

V 20
= f ′

x(x+ y, x− y) + f ′
y(x+ y, x− y)

∂2g

∂x∂y
=

∂

∂y

(
f ′
x(x+ y, x− y) + f ′

y(x+ y, x− y)
)
=

V 20
= f ′′

x,x(x+ y, x− y) + f ′′
x,y(x+ y, x− y) · (−1) + f ′′

y,x(x+ y, x− y) + f ′′
y,y(x+ y, x− y) · (−1)

∂2g

∂x∂x
(a, b) = f ′′

x,x(a+ b, a− b)− f ′′
x,y(a+ b, a− b) + f ′′

y,x(a+ b, a− b)− f ′′
y,y(a+ b, a− b)

Příklad 4
Spočtěme první a druhé parciální derivace F .

∂F

∂x

V 20
= f(x+ y) + xf ′(x+ y) + yg′(x+ y)

∂F

∂y

V 20
= xf ′(x+ y) + g(x+ y) + yg′(x+ y)

∂2F

∂x2
V 20
=

∂

∂x

(
f(x+ y) + xf ′(x+ y) + yg′(x+ y)

)
= 2f ′(x+ y) + xf ′′(x+ y) + yg′′(x+ y)

∂2F

∂x∂y

V 20
=

∂

∂y

(
f(x+ y) + xf ′(x+ y) + yg′(x+ y)

)
= f ′(x+ y) + xf ′′(x+ y) + g′(x+ y) + yg′′(x+ y)

∂2F

∂y2
V 20
=

∂

∂y

(
xf ′(x+ y) + g(x+ y) + yg′(x+ y)

)
= xf ′′(x+ y) + g′(x+ y) + g′(x+ y) + yg′′(x+ y)
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Pak platí.

∂2F

∂x2
− 2

∂2F

∂x∂y
+

∂2F

∂y2
= 2f ′ + xf ′′ + yg′′ − 2f ′ − 2xf ′′ − 2g′ − 2yg′′ + xf ′′ + g′ + g′ + yg′′ =

= 2f ′ − 2f ′ + xf ′′ + xf ′′ − 2xf ′′ + yg′′ + yg′′ − 2yg′′ − 2g′ + g′ + g′ = 0
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